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速度 Us で移動する。 y∗ = ±h にある絶縁体壁の上・下には固定子が設置される
が、図では省略されている。誘導型の発電機の固定子は外部印加磁場を発生させ
るだけでなく、同時に電力を取り出す役目も果たす。流体中では z∗ 方向の移動
正弦波交流電流が誘起され、z∗ = ±b にある導体側壁に流れ込む (あるいは導体














• 絶縁体壁境界層 (磁場に垂直, y∗ = ±h 付近に存在)での損失,

























































る: ハルトマン数 Ha, 相互作用パラメータ N , 磁気レイノルズ数 Rm, 無次元波








































絶縁体壁 y∗ = ±h で、移動正弦波磁束密度の法線成分
B∗y = B0 sin[2pi(x
∗ − Ust∗)/λ] (2.1)
を与える。 ここで B0, λ, Us はそれぞれ磁束密度の振幅, 波長および位相速度を
表し、t∗, x∗ = (x∗, y∗, z∗) は静止座標系での時刻および空間座標を表す。 通常
の電磁気学の問題であれば支配方程式が線形なので、解を B∗y(t∗,x∗) = f ∗(x∗) ·
exp(2piiUst












t′ = t∗, x′ = x∗ − Use∗xt∗,
u′ = u∗ − Use∗x, p′ = p∗,
B′ = B∗, j′ = j∗,
E′ = E∗ + Use∗x ×B∗.
(2.2)
ここで u∗, p∗, B∗, j∗, E∗ はそれぞれ静止座標系での流速, 圧力, 磁束密度, 電流
密度, 電場を表し、e∗x は x∗ 方向の単位ベクトルを表す。 また、移動座標系での
各変数をプライム記号 “ ′ ” を付けて表す。 MHDの座標変換では電場が座標系
に依存することに注意を要する。
境界条件 (2.1)を移動座標系の変数で表すと、絶縁体壁 y′ = ±h での磁束密
度は時刻 t′ に依らない形







∇′ · u′ = 0, (2.4)
ρ
L
(u′ · ∇′)u′ = −∇′p′ + η
L
∇′2u′ + j′ ×B′, (2.5)
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j′ = σ
L
(E′ + u′ ×B′), (2.6)



















B′ = ∇′φ′ +∇′ ×A′. (2.10)

























u′ × (∇′φ′) (2.13)
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を得る。 また、式 (2.10)を磁束密度に対するガウスの法則 (2.7)に代入すると
∇′2φ′ = 0 (2.14)
を得る。式 (2.4), (2.5), (2.13), (2.14)は u′, p′, A′, φ′ に対する閉じた方程式系で




w′ = 0, B′z = 0, E
′
x = 0, E
′
y = 0 (2.15)
を仮定する。
これらの仮定のもとでは、ファラデーの法則 (2.9)よりただちに E ′z = const.
が得られる。 ハルトマン流れなどでは外部から電場を加えない場合でも導体側
壁が帯電し E ′z が現れる。 しかし、この問題では外部印加磁場が x′ 方向に周期
的で、y′ に関して対称なので導体側壁は帯電しない。 したがって、定常状態で
は電場が消失する:




























































































































u′ = −Us, v′ = 0, A′z = 0, ∂φ′/∂y′ = B0 sin(2pix′/λ) (2.24)
が絶縁体壁 y′ = ±hで要求される。磁束密度の法線方向成分 B′y の境界条件 (2.3)
を φ に負わせた。 磁束密度の接線方向成分 B′x は拘束されない。 また、移動座
標系では、絶縁体壁が x′ 軸に沿って負の方向に等速度 Us でスライドする。 移
動座標系から見た２次元的な流れ場および磁場の概略を図 2.1 に示す。各変数は
x′ に関する周期関数で、u′, v′, ∂p′/∂x′ の周期は 1
2
λ 、また A′z, φ′, B′x, B′y, j′z の
周期は λ である。 ただし、圧力には平均圧力勾配
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2.3 規格化と無次元パラメータ
この論文では、主流で圧力勾配とローレンツ力とが釣り合う場合を考えているの















x′ = (λ/2pi)x, y′ = h y,
u′ = U0 u, v′ = (2pihU0/λ) v, p′ = (p0/2pi) p,
A′z = σLµLh
2U0B0 Az, φ
′ = hB0 φ,
B′x = (λB0/2pih)Bx, B
′
y = B0 By,































































































































u = −S, v = 0, Az = 0, ∂φ/∂y = sin x (2.35)
が絶縁体壁 y = ±1 で要求される。 u, v, ∂p/∂x の周期は pi で、Az, φ, Bx, By,
jz の周期は 2pi である。 また、平均圧力勾配を無次元形で表すと


































粘性の効果を特徴づけるパラメータである。 相互作用パラメータ N は主流での
ローレンツ力と慣性力との比を評価した値で、慣性の効果を特徴づけるパラメー
タである。 磁気レイノルズ数 Rm は誘導方程式の対流項と拡散項との比を評価
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した値である。 これは誘導磁場と外部印加磁場との比を評価した値に一致して










メータの定義式 (2.37)の中には２種類の代表長さ, すなわち波長 λ とチャネル高






式 (1.1)のような場合に限定する。 そして、第３章では N >∼1 の場合について、
また第４章では N  1 の場合∗について議論する。
∗発電区間の長さが正弦波磁場の波長と同程度の発電機は議論の対象外である。なぜなら、そ













φ = y sin x. (3.1)
磁束密度の誘導成分は無視できるので、式 (2.33)より以下のような磁束密度を
得る:
Bx = 0, By = sin x. (3.2)




















u = ∂ψ/∂y, v = −∂ψ/∂x で定義される流れ関数 ψ を使うと、式 (3.3)は自動的










2Ha sin x. (3.7)
式 (3.6)は形式的にハルトマン流れに対する渦度方程式に似ており、Hl(x) を Ha
と置き換えると両者は一致する。このことより、ここでは Hl(x) を “局所ハルト
マン数” と呼ぶ。式 (3.6)は Hl(x) をパラメータとして含む y に関する常微分方
程式とみなして取り扱うことが可能である。すなわち、流れ関数は上流や下流の
影響を受けず、x = const. の断面内でローカルに決定される。ただし、絶縁体壁
y = ±1 での境界条件
ψ = ±Q, ∂ψ/∂y = −S (3.8)
はいずれの断面でも満足されなければならない。 ここで 2Q は無次元流量を表
す。 式 (3.6)には解析的な厳密解が存在し
ψ = Qy − (Q+ S)sinh(Hly)− y sinhHl
Hl coshHl − sinhHl . (3.9)
流れ関数の定義式に代入すると、以下のように流速 u の分布を得る:
u = Q− (Q+ S)Hl cosh(Hly)− sinhHl
Hl coshHl − sinhHl . (3.10)
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この流れを “局所ハルトマン流れ” と呼ぶ。
無次元流量 2Q を決めるために、運動方程式 (3.4) を x = −pi から x = pi ま
で, y = 0から y = 1までの矩形領域で積分する。平均圧力勾配が 〈∂p/∂x〉av = −1
であることを考慮すると













流速分布 (3.10)を代入し、整理すると、以下のように Q が求められる:

















Hl − tanhHl sin x dx. (3.13)
もし Ha  1 ならば、q = 1 +O(H−1a ) と評価できるので、




(1 + S)H−1a +O(H
−2
a ). (3.14)
局所ハルトマン流れの一例として Ha = 31.6 の場合の流速 u の分布を図 3.1
に示す。各断面内の流速 u の分布はハルトマン流れと同様に双曲線関数で表され
る。 ただし、境界層の厚さはハルトマン流れの場合には H−1a 程度であったが、
局所ハルトマン流れでは [Hl(x)]−1 程度であり、流れ方向に周期的に変化する。
局所ハルトマン数が小さい |Hl(x)| < 5 の区間では境界層がチャネル断面全域を
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図 3.1: 局所ハルトマン流れの流速 u の分布 (解析解): Ha = 31.6.
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3.2 節領域での力の釣り合い
Ha  1, N  1, Rm  1, Λ 1 であるが、いずれのパラメータも有限値の場合
を考える。
N−1, Rm, Λ−1 のいずれかで単純な漸近展開を試みると、その初項は局所ハ
ルトマン流れに一致する。 ところが、局所ハルトマン流れは磁場の向きが変わ
る x = npi (n は整数)の断面付近で速度勾配が O(Ha) の大きな値になるので、
これが高次の項に極めて大きな影響を与える。 実際の誘導型MHD発電機を考
えると、このような漸近展開はほとんど利用価値がない。したがって、Ha  1,
N  1, Rm  1, Λ 1 の場合の流れを考えるときには、(a) 流れ場の大部分を
占める速度勾配が穏やかな領域と, (b) x = npi の断面を含む速度勾配が極めて大
きい領域とに分けて解析する必要がある。この論文では、前者を “主流領域”, 後
者を “節領域” と呼ぶ (図 3.2)。
主流領域では局所ハルトマン流れに微小な補正を加えた流速分布が実現され
る。 特に、漸近展開の初項は Ha, N , R−1m , Λ の大小関係にかかわらず、局所ハ
ルトマン流れで x を固定して Ha →∞ の極限をとったものに一致する（付録 A
を参照）。
一方、節領域では Ha, N , R−1m , Λ の大小関係に依り流れが大きく様変わり
する。
節領域を解析するのに適した方程式系を得るために
x =  x˜, y = y˜ (3.15)
で座標を引き伸ばす。ここで  は節領域の厚さ (x方向)を表し、 1 を仮定す
る。 座標の引き伸ばしに伴って各変数を
u = u˜, v = −1v˜, p = 3p˜,
Az = A˜z, φ = φ˜,
Bx = Λ
−2B˜x, By = B˜y, jz =  ˜z.
(3.16)
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図 3.2: 節領域のある流れ.
3.2. 節領域での力の釣り合い 25
で置き換える。 各変数 u˜, v˜, p˜, A˜z, φ˜, B˜x, B˜y は x˜ と y˜ に関する O(1) の関数と
期待する。 さらに、各パラメータを
Ha = 
−m, N = −n, Rm = k, Λ = −l. (3.17)












































































































u˜ = −S, v˜ = 0, A˜z = 0, ∂φ˜/∂y˜ = x˜− 1
6
2x˜3 + · · · (3.25)
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が壁面 y˜ = ±1 で要求される。節領域の流れには境界条件の他に x˜→ ±∞ での
主流との接続条件 [36]-[37]が課せられる（付録 A を参照）。
各変数が矛盾なく接続された場合、主流の x → ±0 での力の釣り合いと節
領域の x˜→ ±∞ での力の釣り合いは一致する。主流領域（境界層を除く）では
圧力勾配の x 成分とローレンツ力の x 成分が運動方程式の主要項であることよ
り、節領域の運動方程式 (3.19)においても、圧力勾配の x 成分とローレンツ力の
x 成分を微小項として無視することは許されない。 したがって、m, n/3, k, l は
いずれも 1 以上の値でなければならない。
上述の制限の範囲内で、節領域の式 (3.18)-(3.24)中のいずれの項が主要項と
なるかによって、節領域の流れを以下の４つのタイプに分類できる∗: (i) m = 1,
n > 3, l > 1, k > 1, (ii) n = 3, m > 1, l > 1, k > 1, (iii) l = 1, m > 1, n > 3,
k > 1, (iv) k = 1, m > 1, n > 3, l > 1. 粘性力が流れを支配する (i)の場合を粘
性型節領域流れ、また慣性力が流れを支配する (ii)の場合を慣性型節領域流れと











∗m, n/3, k, l のうちの複数が 1 の場合も存在する。 しかし、そのような場合の節領域流れは
上述の４つの基本タイプの中間的な流れであるので、詳しい議論は省略する。
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表 3.1: 各タイプの節領域流れが現れる条件および節領域の厚さ  ( 解析的な評
価).
タイプ 条件 
粘性型 1 Ha  N1/3, 1 Ha  R−1m , 1 Ha  Λ O(H−1a )
慣性型 1 N1/3  Ha, 1 N1/3  R−1m , 1 N1/3  Λ O(N−1/3)
対称ノズル型 1 Λ Ha, 1 Λ N1/3, 1 Λ R−1m O(Λ−1)
非対称ノズル型 1 R−1m  Ha, 1 R−1m  N1/3, 1 R−1m  Λ O(Rm)
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3.3 粘性型節領域流れ




φ˜ = x˜y˜. (3.26)
磁束密度の誘導成分は無視できるので、磁束密度は次のように得られる:
B˜x = 0, B˜y = x˜. (3.27)

























2x˜)− sinh(√2x˜) . (3.31)









y に関する対称性を考慮して −pi/2 ≤ x ≤ pi/2, 0 ≤ y ≤ 1 の範囲で解を求めた†。
数値実験の方法については付録 B で詳しく述べる。
計算結果の一例として Ha = 31.6, N = 5.03× 104, Rm = 0, Λ→∞, S = 1








φ˜ = x˜y˜. (3.32)
磁束密度の誘導成分は無視できるので、磁束密度は次のように得られる:
B˜x = 0, B˜y = x˜. (3.33)
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図 3.3: 粘性型節領域のある流れの流速 u の分布 (数値解): Ha = 31.6, N =


















では N2/3H−2a ∂2u/∂y2 で表される粘性力が x方向の運動方程式の主要項と同程
度となり境界層が形成されると予想できる。この予想にしたがえば、慣性型節領
域流れの境界層の厚さ δ は次のように評価できる:






できる。 なぜなら、ローレンツ力が x˜2 に依存しているので、x˜ = 0 に近づくに
つれてローレンツ力が影響力を失うと考えられるからである。
数値実験の計算結果を使い上述の考察を検証する。
数値実験の計算結果の一例として Ha = 31.6, N = 50.3, Rm = 0, Λ → ∞,
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図 3.4: 慣性型節領域のある流れの流速 u の分布 (数値解): Ha = 31.6, N = 50.3,






u(0, 0)− u(0, y)
u(0, 0) + S
dy, (3.38)
で定義する。 H−1a N1/3 に対する δ の変動を図 3.5 に示す。図より慣性型節領域
の境界層の厚さ δ が 2H−1a N1/3 にほぼ等しいことが確かめられた。
図 3.5 には慣性型節領域の条件からはずれた計算例についても δ の値をプ
ロットしてある。節領域が粘性型の場合、x = 0 断面の流速分布は２次関数なの
で δ = 1
3
となる。このことは、H−1a N1/3 > 1 の計算例で確認された。また、図
中の 0.1 < H−1a N1/3 < 1 の各点は、粘性型に対応する直線 δ = 1/3 と慣性型に
対応する直線 δ = 2H−1a N1/3 とを滑らかに接続する曲線上に存在する。したがっ
て、これらの点に対応する計算例の節領域流れは、慣性型と粘性型の中間的な流
れであると解釈できる。
一方、N <∼1 の場合、境界層の厚さ δ は H
−1
a にほぼ等しい (図 3.5 の左側
で水平な破線と重なっている計算例)。 この場合、流れの性質は慣性型節領域の
それと本質的に異なっている。 このことをより明確に把握するために、種々の
N の場合について、中心面 y = 0 上の流速 u の分布を図 3.6 に示す。N が小さ
くなるにつれて慣性の効果で節領域の厚さ (x方向)が増し、流速の周期変動が小
さくなる。 特に、N <∼1 の場合の流れでは節領域と主流領域の区別がなくなって
いる。したがって、この章で展開してきた “節領域のある流れ” に関する議論を
N <∼1 の場合の流れに適用することはできない。 このような流れを “慣性が支配
的な流れ” と呼び、第４章で詳しく議論する。
3.5 対称ノズル型節領域流れ
式 (3.18)-(3.24)で l = 1, すなわち  = Λ−1 とすると対称ノズル型節領域流れに
対する方程式系を得る。議論の複雑化を避けるために、表 3.1 に記された対称ノ
ズル型の条件を考慮して、これらの式中の微小項を無視する。
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図 3.5: x = 0 断面の境界層の厚さ δ (数値解): Rm = 0, Λ→∞, S = 1.
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図 3.6: 種々の N の場合についての中心面 y = 0 上の流速 u の分布 (数値解):
Ha = 31.6, Rm = 0, Λ→∞, S = 1.
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この場合、外部印加磁束密度のポテンシャル φ˜ の解は容易に求められ
φ˜ = x˜y˜. (3.39)
磁束密度の誘導成分は無視できるので、磁束密度は次のように得られる:
B˜x = y˜, B˜y = x˜. (3.40)









− 2(u˜x˜− v˜y˜)x˜, (3.42)
0 = −∂p˜
∂y˜
+ 2(u˜x˜− v˜y˜)y˜ (3.43)
のように簡単になる。流れは圧力勾配とローレンツ力の釣り合いで決定されるが、
主流領域と異なり、力の釣り合いは２次元的である。 u˜ = ∂ψ˜/∂y˜, v˜ = −∂ψ˜/∂x˜










ψ˜ = 0 (3.44)
を得る。 運動方程式 (3.42), (3.43)で粘性項を微小と評価して無視したために、
方程式の階数が下がっているので、上式は境界条件を満足する自由度が無い。こ
のことは、対称ノズル型節領域内に境界層が存在するとを示唆するが、ここでは
深く立ち入らない。 ここでは無次元流量 2Q が一定であること、すなわち壁面
y˜ = ±1 での境界条件




ψ˜ = Q · g˜(x˜, y˜) for x˜ > |y˜|,
ψ˜ = −Q · g˜(x˜, y˜) for x˜ < −|y˜|,
ψ˜ = Q for y˜ ≥ |x˜|,









x˜2 − y˜2 + 1
)
− log(x˜2 − y˜2) . (3.47)
解析解 (3.46), (3.40)の流線および磁束線を図 3.7 に示す。y˜2 > x˜2 の領域に
は反転磁束線が存在し、そこでは流体が静止 (死水領域)する。 このため、上下
一組の死水領域に挟まれてノズル流れに似た加速流れが発生する。 この加速流
れの流線の形状は x = 0 断面に対して対称である。 このことより、このタイプ
の節領域を対称ノズル型と呼んでいる。
数値実験の結果を使い、解析解 (3.46)の妥当性を検証する。
数値実験の計算結果の一例として Ha = 3.16× 103, N = 1.0× 1010, Rm = 0,




数値解の節領域の流線および磁束線の一例として Ha = 3.16 × 103, N =
1.0 × 1010, Rm = 0, Λ = 3.16, S = 1 の場合を図 3.9 に示す。上下一組の反転磁
束線領域には再循環流れが生じた。このため、２つの再循環領域に挟まれてノズ
ル流れに似た加速流れが発生した。 流線の形状は x = 0 断面に対してほぼ対称
だった。このことより、簡単化された方程式に対する解析解 (3.46)が対称ノズル
型節領域流れの基本的性質を捉えていることが確認された。
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図 3.7: 対称ノズル型節領域の流線 (実線)および磁束線 (破線), 解析解.
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図 3.8: 対称ノズル型節領域のある流れの流速 uの分布 (数値解): Ha = 3.16×103,
N = 1.0× 1010, Rm = 0, Λ = 3.16, S = 1.
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図 3.9: 対称ノズル型節領域の流線 (実線)および磁束線 (破線), 数値解: Ha =
3.16× 103, N = 1.0× 1010, Rm = 0, Λ = 3.16, S = 1.
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しかしながら、解析解 (3.46)は y˜ = ±1, y˜ = ±x˜ および (x˜, y˜) = (0, 0) で流
速の不連続や発散を起こし破綻する。 数値実験の計算結果ではこの付近に微細
構造が現れた。計算データを詳細に調べた結果、それらの微細構造では運動方程
式 (3.42),(3.43)の簡単化が不適当になっていることが確かめられた。 y˜ = ±1 付




(x˜, y˜) = (0, 0) 付近に現れた微細構造は他にあまり例の無いものである。 流
線の形状がノズル流れのスロート部分に似ているので、この微細構造を通常のノ




スロートの y 方向の幅を 2d で表し d 1 を仮定する。 磁束線の形状より
x 方向の長さは Λ−1d 程度と予想できる。そこで、スロートを調べるためにさら
に引き伸ばした座標
x = Λ−1d xˆ, y = d yˆ (3.48)
を導入する。 これに伴い、各変数を
u = d−1uˆ, v = Λd−1vˆ, p = Λ−3d2 pˆ. (3.49)
で置き換える。 置き換え後の各変数 uˆ, vˆ, pˆ は xˆ と yˆ に関するO(1)の関数と期
待する。 磁束密度および電流密度は対称ノズル型節領域内の他の部分と同様に
Bx = Λ
−2d yˆ, By = Λ−1d xˆ, (3.50)
jz = Λ
−1(uˆxˆ− vˆyˆ). (3.51)























































+ 2(uˆxˆ− vˆyˆ)yˆ, (3.55)
対称ノズル型節領域の流れ (3.46)の x˜2 + y˜2 → 0 での力の釣り合いとスロー




よび β は 4 以上の値でなければならない。
この制限の範囲内で、式 (3.53)-(3.55)で何れの項が主要項となるかによって、
スロート流れを以下の２つのタイプに分類できる‡: (i) α = 4, β > 4, (ii) β = 4,






















+ 2(uˆxˆ− vˆyˆ)yˆ. (3.57)


























+ 2(uˆxˆ− vˆyˆ)yˆ. (3.59)
慣性力の効果によりスロートが有限の幅に押し広げられる。
上述の分類をもとのパラメータで表すことにより、２つのタイプのスロート
流れが現れる条件およびスロートの半値幅 d を表 3.2 のように予想できる。
数値実験の計算結果を使い、表 3.2の予想を検証する。
計算結果には、流速が最大になる点を含む x = const. の断面内に、４つの
変曲点 (∂2u/∂y2 = 0)が存在した。外側の２つは再循環流れの内部に位置し、内
側の２つはノズル状の流れの縁付近に位置した。スロートの幅 2d を内側の２つ
の変曲点の間の距離で定義する。 N−1/4Λ3/4 対する数値解の d の変化を図 3.10




1/2 だった。これにより、表 3.2 の予想が正しいことが確認さ
れた。
3.6 非対称ノズル型節領域流れ
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表 3.2: 各タイプのスロート流れが現れる条件およびスロートの半値幅 d ( 解析
的な評価).
スロートを 条件 dおし広げる力
粘性力 1 Λ3  H2aΛ N O(H−1/2a Λ1/2)
慣性力 1 Λ3  N  H2aΛ O(N−1/4Λ3/4)
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図 3.10: 対称ノズル型節領域のスロートの半値幅 d (数値解): Ha = 3.16 × 103,
Rm = 0, S = 1.












































数値実験の計算結果の一例として Ha = 1.0×103, N = 1.0×1012, Rm = 0.1,
Λ = 100, S = 1 の場合の流速 u の分布を図 3.11 に示す。表 3.1 に記した非対称
ノズル型節領域の条件を満足する全ての計算例について、主流領域では良い近似
で局所ハルトマン流れに一致した。一方、節領域の流速分布は対称ノズル型のそ
れと似ているが、流れは x = 0 断面に対して非対称であった。
節領域の流線および磁束線の一例として Ha = 1.0 × 103, N = 1.0 × 1012,
Rm = 0.1, Λ = 100, S = 1 の場合を図 3.12 に示す。流れの基本的性質は対称ノ
ズル型節領域のそれと同様であった: 上下一組の反転磁束線領域の付近には再循
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図 3.11: 非対称ノズル型節領域のある流れの流速 u の分布 (数値解): Ha = 1.0×
103, N = 1.0× 1012, Rm = 0.1, Λ = 100, S = 1.
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図 3.12: 非対称ノズル型節領域の流線 (実線)および磁束線 (破線), 数値解 : Ha =









N ∼ 1 の場合、慣性の効果で流速の周期変動は抑制され、それに伴い主流領域と
節領域の区別が無くなることが、3.4節の数値実験によって示された。 この章で
は、さらに慣性が大きい N  1 の場合について論じる。[31],[33]-[35]
4.1 周期変動成分と非周期成分の分離
N  1 の場合には、慣性による運動量流束は O(N−1) の大きな値であるが、そ
の勾配である慣性力は平均圧力勾配 (流体を駆動)と同様に O(1) であると予想で
きる。 この予想にしたがえば、流速 u は O(1) であるが、慣性の効果により流
速の周期変動は微小な値に抑制され









u(x, y) = U(y) +Nu˜(x, y), v(x, y) = Nv˜(x, y),
p(x, y) = −x+ P (y) + p˜(x, y),
(4.2)
ここで、u˜, v˜, p˜は周期が pi の変動成分を表し、xと y に関する O(1)の関数と期


































































































ここで、アングルは非周期成分,すなわち１波長にわたる平均値 〈f〉 = (1/2pi) ∫ pi−pi fdx
を表し、２重の角括弧は周期変動成分 [[f ]] = f − 〈f〉 を表す。
一方、式 (2.31)-(2.34)の各項は周期 2pi の周期関数であり、非周期成分は存
在しない。特に、式 (2.32)は他の方程式から独立しており、解析的に厳密解を求
めることができ
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式 (4.3), (4.5)-(4.7), (4.9)は５つの変数 U , u˜, v˜, p˜, Az に対する閉じた方程式系で
あり、式 (4.10)および (4.11)が補助変数 Bx, By, jz を与える。 もし、P の分布
が必要ならば、これらの方程式の解を式 (4.4)に代入し y で積分すればよい。
非周期成分に対する式 (4.3)では、粘性項に微小係数 H−2a が掛かっている。
このことは、流れに厚みが H−1a 程度の境界層が存在することを示唆する。 一
方、周期変動成分に対する式 (4.6)では、粘性項に微小係数 H−2a N が掛かってい
る。このことは、流れに厚みが H−1a N1/2 程度の境界層が存在することを示唆す
る。したがって、流れ場は、粘性力が微小な “中心領域”, 非周期成分の粘性力が
主要オーダーになる “MHD境界層”, 周期変動成分の粘性力が主要オーダーにな
る “Sublayer” で構成される (図 4.1)。
4.2 漸近解
Ha  1, N  1, Rm  1, Λ 1 の場合について漸近解を求める。 単一の微小
パラメータ  に対する通常の手法で漸近展開を得るために、 を以下のように定
義する:
 = H−1a +N








a /, cn = N
1/2/, cr = Rm/, cl = Λ
−1/ (4.13)
を導入する。 微小量  の定義より ch, cn, cr, および cl の和は 1 である。


















































































ここで、η および ζ は引き伸ばされた座標で
η = c−1h 
−1(1 + y), ζ = c−1h c
−1
n 
−2S1/2(1 + y) (4.15)
で定義される。 中心領域の解 U (c)k , MHD 境界層の補正 U
(b)
k , Sublayer の補正
U
(s)





それぞれ η → ∞ と ζ → ∞ のとき 0 の収束する。 式 (4.14)で導入されたその
他の変数も同様である。
式 (4.12)-(4.15)を (4.3), (4.5)-(4.7), (4.9)-(4.11)に代入し、初項から順番に
解くと、以下のような漸近解を得る (付録 C を参照):
U = 1− (1 + S)e−η + 1
6
c2r





[e−η sin(2x)− e−ζ sin(2x+ ζ)] +O(), (4.17)








(1− y2) sin x− 1
24




2(1− y2)3 sin x− c2h2(1 + S)(1− e−η) sin x+O(3). (4.20)
もとのパラメータともとの座標 y を使うと、磁束密度の y 成分は次のよう
に表される:
By = sinx− 1
2
















y = −1 付近の境界層だけでなく y = 1 にも同様の境界層が存在することを
考慮すると、流速 u は以下の式で表される:




R2m(1− y4) + Λ−2(1− y2)
]






























56 第 4章. 慣性が支配的な流れ























布はハルトマン流れの境界層と同様で、境界層の厚さは H−1a 程度である。 第４
項はMHD境界層の周期変動成分を表す。 この成分も境界層の厚さは H−1a 程度
であるが、分布はローレンツ力と慣性力の釣り合いで決定される。 このような
境界層は他に例が見あたらない。 第５項は Sublayer を表し、周期変動成分のみ
が存在する。 Sublayer の厚さは R−1/2e = H−1a N1/2S−1/2 程度である。 この成分
の分布は、粘性力と慣性力の釣り合いで決定しており、ローレンツ力は関与しな
い。 力学的には、振動平板上に発達する通常の (導電性でない)粘性流体の境界
層 [38]と相似である†。 MHD境界層の周期変動成分および Sublayer の存在はこ
†この問題の x 微分を時間微分に読みかえる必要がある。
58 第 4章. 慣性が支配的な流れ
図 4.3: 慣性が支配的な流れの流速 u の分布 (漸近解): Ha = 50, N = 0.1, Rm =
0.1, Λ = 3, S = 1.
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ここで、P ′in, P ′liq, P ′fric, P ′gen はそれぞれ体積平均の力学的入力, 流体中でのジュー
ル熱, 流体の粘性散逸, 固定子内で発生する電力 (固定子の面積平均の発生電力を
h で割った値)を表す (有次元形)。 さらに、電力 P ′gen の一部は固定子巻線の内
部抵抗によって熱になり失われる。 固定子巻線損失を P ′wind, システム外部への
電気的出力を P ′out で表すと































































で考える必要がある。 図 5.1 に固定子の配置を示す。議論の複雑化を避けるた
めに、固定子巻線を厚さが tcs の電流シートで理想化する。電流シートは非等方
で、z′ 方向の導電率は σcs, x′ 方向の導電率は 0 と考える。絶縁体壁および電流
シートは充分薄く、その外部には透磁率 µ が無限大の理想的な鉄心が置かれてい
るものとする。



































電流シート内の電場の z′成分 E ′cs はオームの法則より以下のような２つの
成分の和で表される:









E ′0 = −(u′B′y)y′=h
= UsB0 sin(2pix
′/λ), (5.9)
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5.3 慣性が支配的な流れ
第４章で得られた慣性が支配的な流れに対する無次元形の解を使って誘導型MHD
発電機の性能を評価するために、体積平均の力学的入力, 発生電力, 各種損失, 電
気的出力を




2)2 P = (U0p0/λ)P. (5.15)














































































Pout = Pgen − Pwind. (5.21)















Pgen = S − S(1 + S)H−1a +O(3), (5.23)
Pliq = 1− 1
2

























Pout = S − S(1 + S)H−1a − C−1cs
[
1− 2(1 + S)H−1a









ここで、 = H−1a +N1/2 +Rm + Λ−1。
誘導磁場の効果あるいは外部印加磁場の２次元性の効果によって Pin は正の
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式 (5.22)-(5.27)中で H−1a が現れる項は絶縁体壁境界層の影響を表す項であ






−4) S  Ha. (5.29)

















3-1節で求めた解析解を式 (5.16)-(5.21)に代入し、N →∞, Rm → 0, Λ→∞
としていくつかの項を無視すると
Pin = Q+ S, (5.31)












(Q+ S)(1−Q) + 1
2




Pout = QS − Ccs[Q2 +R−2m Λ−4]. (5.36)








(Hl coshHl − sinhHl)2 dx (5.37)





a ), r = 1 +O(H
−1
a ) であることより、以下のように力学的入力, 発
生電力, 各種損失, 電気的出力を得る:




(1 + S)H−1a , (5.38)
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ただし、上式では O(H−2a ) の微小項を省略した。
局所ハルトマン流れは慣性が支配的な流れと流速分布や力の釣り合いが著
しく異なるにもかかわらず、式 (5.38)-(5.43)は慣性が支配的な場合の式 (5.22)-
(5.27)で Rm → 0, Λ → ∞ としたものと非常に近い値となる。 境界層が関係す
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欠損を補うように電場 E ′z が発生すると予想できる。
このような電流および電場の分布は、同様のダクトに一様磁場を印加した場
合のそれとよく似ている。磁場に平行な導体側壁 (z′ ± b)が完全導体で、磁場に
垂直な壁面 (y′ ± h)が絶縁体のダクトに一様磁場を印加した場合の問題について
は、Hunt & Stewartson[39]によって漸近解が求められている。彼らは、ハルトマ
ン数 Ha が 1 より充分に大きい場合について (i)主流の流速は導体側壁境界層と
無関係に決定されること, (ii)導体側壁境界層の厚さは H−1/2a h 程度であること,
(iii)導体側壁境界層内の流速分布は変曲点を持たない単調増加関数で表されるこ
と, (iv)流速分布は導体側壁に接続される外部電気回路の影響を受けないこと, な







次に、導体側壁の導電率比 Csw = σswtsw/(σLh) が有限値の場合について考













図 5.3: 導体側壁の導電率比 Csw が有限値の場合の電流および電位の様子.
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また、Reed & Picologlou[43]によって見通しの良い考察が示されている。Reed等
は H−1/2a  Csw  H1/2a の場合について (i)導体側壁境界層の厚さは H−1/2a h 程
度であること, (ii)導体側壁境界層内の電場は j′z/σL に較べ C−1sw H1/2a 程度に大き






















の (i)と (ii)の特徴を合わせもつ流れであり、詳しく調べられている。 壁面に平
行な流速成分 u′ の分布は指数的になるが、吸い込み v′ が存在するので、流れは











界層の厚さ δ と遠方の流速 U∞ を使って定義したレイノルズ数‡ R∗e = ρLU∞δ/ηL
の臨界値は３つの問題 (この論文の慣性が支配的な流れ, 一様吸い込みのある流
れ, ハルトマン流れ)でほぼ同じ値になる。 事実、Hughes & Reid および Lock
の結果はほぼ一致しており、臨界レイノルズ数






< 50 000. (5.46)
この条件は多くの誘導型MHD発電機で満足されており、この論文でなされた層
流の仮定の有効性を保証する根拠となる。
‡R∗e は式 (4.23)のレイノルズ数 Re とは定義が異なる。 両者は R∗e = H−1a Λ(1 + S)S−1Re
で関係づけられる。





が R∗e ∼ 250 程度の比較的低いレイノルズ数でも観測されており、実験の結果と
線形安定性理論の結果との間には大きな隔たりがある。
一様磁場の場合の流速の乱れの原因に関する Gel’fgat等 [51]の考察を表 5.1
に示す。この考察は多くの実験結果を矛盾無く説明する。













表 5.1: 一様磁場の場合の流速の乱れ原因に関する Gel’fgat, Kit, and Tsinober
(Magnitnaya Gidrodinamika, 1971) の考察.
R∗e ∼ 125 125 ∼ 250 250 ∼ 50 000 50 000 ∼
乱れの原因 磁場印加部分 導体側壁境界層 絶縁体壁境界層 絶縁体壁境界層









節領域のある流れは相互作用パラメータが N  1 のときに現れる。 節領
域は、半波長ごとの磁場の向きが変わる断面付近に存在し、そこでは速度勾配が
極めて大きな値になる。節領域の流れは、この領域での力の釣り合いにより４種
類に分類できる: 粘性型, 慣性型, 対称ノズル型, 非対称ノズル型。各型の節領域
流れが現れる条件を、ハルトマン数 Ha, 相互作用パラメータ N , 磁気レイノルズ
数 Rm, 無次元波長 Λ を使って示した (表 3.1)。 一方、主流領域および主流領域
の境界層は良い近似で局所ハルトマン流れ (3.10)に一致することを確かめた。
慣性が支配的な流れは相互作用パラメータが N  1 のときに現れる。この














られた。 流体中でのジュール熱, 絶縁体壁境界層での粘性散逸, 固定子巻線内で
のジュール熱を充分に小さく抑えるための条件は式 (5.28), (5.29)で与えられる。
これらの条件はほとんどの誘導型MHD発電機で満足されている。




















トマン流れ (3.10)で x と y を固定して Ha →∞ の極限をとったものに一致する:
u = 1. (A.1)
また、主流境界層の漸近展開の初項は、局所ハルトマン流れで xと η± = Ha(1±y)
を固定して Ha →∞ の極限をとったものに一致する:
u = 1− (1 + S) exp(−
√
2η± sin x). (A.2)
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A.2 粘性型節領域の解
粘性型節領域の解については、 に関する漸近展開の初項を解析的に求めること









u˜ = a(x˜) cosh(
√
2x˜y˜) + b(x˜) sinh(
√
2x˜y˜) + c(x˜), (A.4)
境界条件 (3.25)より、壁面 y˜ = ±1 上で u˜ = −S を要求すると
b(x˜) = 0, c(x˜) = −S − a(x˜) cosh(
√
2x˜). (A.5)























Van Dyke の接続原理 [36]-[37]に従えば、(a) x˜ と y˜ を固定して  で展開し直した






u = 1, (A.8)
u˜ = a0 − S (A.9)
が得られる。 したがって、接続条件を満足するには





らない†: (a) x˜ と y˜ を固定して  で展開し直した主流領域の境界層の解と, (b) x
と η± を固定して  で展開し直した節領域の解は、その初項が一致する。実際に
それぞれ展開をやり直し初項だけを残すと、式 (A.2)と (A.7)より
u = 1− (1 + S) exp[−
√
2x˜(1± y˜)], (A.11)









































































































































































た。 もし、補正項 (右辺第１項)が無いならば、初期条件で連続の式 D = 0 が
満足されていても、時間ステップが進むにつれて誤差が蓄積し数値実験が破綻す
る。 一方、補正項が有る場合には、D の値は過渡的に指数関数 exp(−t/∆t) で
減少し、その後は数値誤差と∆t に依存する一定のオーダーに保たれると期待で
きる。したがって、∆t を調節することによって D の値を要求される微小なオー
ダーにすることが可能である。
実際の計算は次のような手順で行った:
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(i) 時間 t = n∆t の値 un, vn, Anz を与える,
(ii) それらを使って Dn, fnx , fny , gnz を計算する,
(iii) 式 (B.1)を解き pn を求める,
(iv) 式 (B.2)-(B.4)を時間積分し un+1, vn+1, An+1z を求める,
(v) 手順 (ii)に戻る.
手順 (iv)ではオイラーの陰解法を使った。 その際、非線形項は
(un · ∇)un+1 (B.13)
で評価した。式 (B.1)-(B.11)中に現れる空間微分の内、線形項は中心差分で近似
した。 一方、非線形項は３次精度の風上差分 [55]で近似した。 式 (B.1)-(B.4)を
離散化して得られる差分方程式を解くのにはガウス・ザイデル法を使った。




























{F (Γ2y) + F [Γ3(y − 1)] + F [Γ3(y + 1)]





(y − y3) (B.15)
を使いニュートン・ラフソン法で格子点を決定した。ここで、i, j はそれぞれ x,
















で定義され、その２階微分を F ′′(ξ) = d2F/dξ2 で表す ; 式中の定数は




1/3, R−1m , Λ)],










Γ4 = max[1, HaN
























Rm → 0 の場合、誘導方程式を解かずに流れ場を求めることが可能であり、収束
解を求めるのに必要とされる労力を著しく軽減できる。
この場合、磁束密度は解析解
Bx = cos x
sinh(Λ−1y)
Λ cosh Λ−1




で与えられる。また、誘導方程式 (2.31)を使って式 (2.34)中に現れる Az を消去
すると、電流密度は







式 (B.5)-(B.7)および (B.19), (B.20)を使って D, fx, fy を求めると、式 (B.1)-(B.3)
は u, v, p に関する閉じた方程式系となる。 Rm が有限の場合の手順の内、gnz の
計算と式 (B.4)の時間積分を省く。 格子系は Rm が有限の場合と同じである。
86 付 録 B. 数値実験の計算方法
B.3 磁気レイノルズ数が極めて小さく無次元波長が極
めて大きい場合
Rm → 0 かつ Λ→∞ の場合、誘導方程式を解かずに流れ場を求められることに
加えて、圧力 p が x のみの関数となるので、収束解を求めるのに必要とされる
労力をさらに軽減できる。
この場合、圧力方程式と y 方向の運動方程式が独立でなくなるので、特別な
工夫が必要である。[31] 通常のMAC法では数値誤差を考慮して、連続の式 D = 0





を仮定する。 この仮定のもとで、式 (B.5)を y で積分すると
v = − ∂
∂x
(ψ −Qy). (B.22)

















































Bx = 0, By = sin x, (B.28)
jz = u sin x. (B.29)
式 (B.24)の右辺第２項は数値誤差の蓄積を防ぐための補正項である。 この















もし、補正項 (右辺第１項)が無いならば、初期条件で流量一定 ∂Q/∂x = 0 が満
足されていても、時間ステップが進むにつれて誤差が蓄積し数値実験が破綻する。
一方、補正項が有る場合には、∂Q/∂x の値は過渡的に指数関数 exp(−t/∆t) で
減少し、その後は数値誤差と∆t に依存する一定のオーダーに保たれると期待で
きる。 したがって、∆t を調節することによって ∂Q/∂x の値を要求される微小
なオーダーにすることが可能である。
実際の計算は次のような手順で行った:
(i) 時間 t = n∆t の値 un を与える,
(ii) それを使って ψn, Qn, vn を計算する,
(ii) fnx , Ω
n を計算する,
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(iii) 式 (B.24)を解き pn を求める,
(iv) 式 (B.25)を時間積分し un+1 を求める,
(v) 手順 (ii)に戻る.






中心領域ではMHD境界層の補正項および Sublayer の補正項は無視できる。 し




































































































































































































0 には境界層の補正が無いので、壁面 y = −1 での境界条件
A
(c)
0 = 0, A
(c)
1 = 0, v
(c)




k /∂y = 0, v
(c)
k = 0 (C.11)




0 = 1, U
(c)









0 = 0, v
(c)











(1− y2) sin x, A(c)1 = −
1
24










U = 1 + U
(b)
0 (η) + U
(b)

























2 sin x− 1
3




















中心領域の解は η を固定して展開された。 また、Sublayer の補正項は無視でき
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+ U sin x[1 +O(4)]
+c2n
2{u˜ sinx[1 +O(4)] + v˜ cosx[c2l 2(1− chη) +O(4)]}, (C.23)


































































































































































3 には Sublayer の補正項が存在しないので、下側の壁面
η = 0 で境界条件
1+U
(b)
0 = −S, U (b)1 = 0, g1+v(b)1 = 0, a2+A(b)2 = 0, a3+A(b)3 = 0, (C.34)





0 = −(1 + S)e−η, U (b)1 = 0, U (b)2 = q2e−η, (C.35)




















−η sin x, a2 = −c2h(1 + S) sin x, A(b)3 = 0,
a3 = 0, A
(b)


























0 (x, ζ) +O(), (C.40)
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+ U sin x[1 +O(6)]
+c2n
2{u˜ sinx[1 +O(6)] + v˜ cosx[c2l 2 +O(4)]}, (C.46)












































































−q2c2h sin x− 2c3hcr(1 + S) cos x− c2hc2n
1 + S
S















e−ζ sin(2x+ ζ). (C.54)
A
(s)












式 (C.12)-(C.14), (C.35)-(C.38), (C.53)-(C.55)を展開式 (4.14)に代入すると、
漸近解 (4.16)-(4.20)を得る。
付 録 D
電力 P ′gen を求める式の式変形
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